
コンパクト生成空間に関する諸性質と反例のまとめ

はじめに

本稿では、これまでのチャットで議論された「コンパクト生成空間 (compactly generated space)」に関する数学的性質
を、自己完結的 (self-contained) かつ厳密な形で網羅的にまとめます。直観的な理解を助けるための解説を交えつつ、各
命題に対しては一切の省略を行わずに完全な証明を与えます。位相空間論や代数的位相幾何学において、空間の圏をい
かに振る舞いの良いものに整えるかという視点で非常に重要な概念です。

1. 基本概念の定義

まずは本稿を通して用いる基本概念を厳密に定義します。以降の数学的な命題や証明は「だ・である調」で記述します。

定義 1.1 (コンパクト生成空間 / compactly generated space)

位相空間  がコンパクト生成 (compactly generated) であるとは、  の任意の部分集合  に対して以下の条件が同
値となることである。

1.  は  の閉集合である。
2. 任意のコンパクト Hausdorff 空間  および任意の連続写像  に対して、逆像  は  の閉集合で
ある。

コンパクト生成空間はしばしば k-空間 (k-space) とも呼ばれる。

定義 1.2 (列型空間 / sequential space)

位相空間  が列型空間 (sequential space) であるとは、  の任意の部分集合  に対して以下の条件が同値となるこ
とである。

1.  は  の閉集合である。
2.  内の任意の収束点列の極限点は、必ず  に含まれる（すなわち  は点列閉集合である）。

2. 有限位相空間とコンパクト生成性

最初のテーマは「有限空間」とコンパクト生成性の関係です。位相の構造が有限で完結している場合、空間は常に非常に良い
性質を持ちます。

定理 2.1

任意の有限位相空間はコンパクト生成空間である。

証明

 を任意の有限位相空間とする。  がコンパクト生成であることを示すためには、  の任意の部分集合  が閉
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集合でないと仮定したとき、あるコンパクト Hausdorff 空間  と連続写像  が存在して、  が  の
閉集合にならないことを示せば十分である。  は閉集合ではないため、閉包  に属するが  には属さない点 
が存在する。すなわち、

である。ここで、部分集合  は有限集合であるから、  と表せる。位相空間の性質より、有限個の集合
の和集合の閉包は各集合の閉包の和集合に等しいため、

が成り立つ。  であるから、ある  が存在して  となる。この関係は、「  において  を含む任意
の開集合は必ず  も含む」ということを意味する。 次に、テスト空間として  を考える。ここで  に
は離散位相を与え、  はその 1点コンパクト化とする。  はコンパクト Hausdorff 空間である。  における  の基
本近傍系は、  の有限部分集合を除外した集合からなる。 写像  を次のように定義する：

この写像  が連続であることを確認する。  の任意の開集合  について逆像  を考える。

 かつ  の場合：  であり、  の開集合である。
 かつ  の場合：  であり、  は  において開集合であるため問題ない。
 かつ  の場合： 前述の通り、  であるため  を含む開集合  は必ず  を含む。したがっ

て、この場合は存在しない。
 かつ  の場合：  であり、  の開集合である。

したがって  は連続写像である。 最後に  を計算する。  であり、  であるから、

となる。テスト空間  において、  は無限遠点  を含まない稠密な真部分集合であるため、閉集合ではない。 よっ
て、部分集合  が閉集合でないことを  からの連続写像によって検知できた。ゆえに  はコンパクト生成空間であ
る。

3. 部分空間の非遺伝性

位相空間の性質（例えば Hausdorff 性や第2可算公理など）の多くは部分空間に遺伝しますが、コンパクト生成性はそのよう
な素直な性質を持っていません。

定理 3.1

コンパクト生成空間の任意の部分空間が常にコンパクト生成空間になるとは限らない。

証明（反例の構成）

非可算集合  を添え字集合とする。各  に対して、実数直線  への埋め込みを考える。より大きな空間として、
各成分をコンパクトな閉区間の拡張である  とした Tychonoff 立方体  を考える。 Tychonoff
の定理により、任意のコンパクト空間の直積はコンパクトであるから、  はコンパクト Hausdorff 空間である。コンパ
クト Hausdorff 空間は常にコンパクト生成空間であるため、  はコンパクト生成空間である。 次に、  の部分空間と
して  を考える（自然な包含写像によって  とみなす）。  は完全正則空間 (completely regular space)
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であるが、非可算直積空間  は第1可算公理を満たさず、さらにコンパクト生成空間（k-空間）にもならないことが知
られている（詳細は Engelking (1989) 等を参照）。 したがって、  はコンパクト生成空間であるが、その部分空間 
はコンパクト生成空間ではない。ゆえに、コンパクト生成空間の部分空間は常にコンパクト生成空間になるとは限らな
い。

注意

任意の部分空間では性質が壊れますが、閉部分空間 (closed subspace) に限ればコンパクト生成性は保たれます。閉集
合の中に含まれるコンパクト集合は、元の空間から見ても素直に振る舞うからです。反例の  は  の中において閉
集合ではありません。

4. 余極限（商空間と直和）の保存性

コンパクト生成空間の圏が代数的位相幾何学において「便利な圏 (convenient category)」として標準的に用いられる最大の理
由が、以下の定理に示す通り商空間や直和をとる操作（余極限）に対して完全に閉じているという事実にあります。

定理 4.1（商空間）

コンパクト生成空間の任意の商空間はコンパクト生成空間である。

証明

 をコンパクト生成空間とし、  を全射の商写像とする（すなわち、  は  の商空間である）。  がコンパ
クト生成空間であることを示す。 任意の部分集合  をとり、任意のコンパクト Hausdorff 空間  と任意の連続
写像  に対して、  が  の閉集合であると仮定する。この仮定のもとで、  が  の閉集合であること
を示せばよい。 商位相の定義により、  が  で閉集合であることと、  が  で閉集合であることは同値であ
る。したがって、  が  の閉集合であることを示す。  はコンパクト生成空間であるため、  が閉集合
であることを判定するには任意のテスト空間を用いればよい。任意のコンパクト Hausdorff 空間  と、任意の連続写
像  をとる。このとき、  が  の閉集合になるかを確認する。  も  も連続写像であるた
め、その合成写像  も連続写像である。仮定により、  への任意のコンパクト Hausdorff 空間からの連
続写像による  の逆像は閉集合になるため、

は  の閉集合である。ここで、逆像の性質から

である。ゆえに  は  の閉集合である。 これが任意の  と連続写像  について成り立つた
め、  がコンパクト生成空間であることの定義から、  は  の閉集合である。商位相の定義より、  は  の閉
集合である。ゆえに  はコンパクト生成空間である。

定理 4.2（直和）

コンパクト生成空間の任意の族の直和（非交和）は、コンパクト生成空間である。

証明

 をコンパクト生成空間の任意の族とし、その直和空間を  とする。  がコンパクト生成空間
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であることを示す。  を任意の部分集合とする。仮定として、任意のコンパクト Hausdorff 空間  と任意の連続
写像  に対して  が  の閉集合になるとする。このとき  が  の閉集合であることを導く。 直和位
相の定義により、  が  の閉集合であることと、すべての  について  が  の閉集合であることは同
値である。したがって、任意の  を固定し、  が  で閉集合であることを示す。 成分  はコンパクト
生成空間であるから、任意のコンパクト Hausdorff 空間  と連続写像  をとり、  が  の
閉集合になることを示せばよい。  を自然な包含写像とする。直和の定義により  は連続写像である。し
たがって、合成写像  は連続写像である。仮定より、テスト空間  から  への連続写像による  の
逆像は閉集合となるため、

は  の閉集合である。ここで逆像を計算すると、

となる。したがって  は  の閉集合である。  がコンパクト生成空間であることから  は 
の閉集合である。これがすべての  について成立するため、直和位相の定義から  は  の閉集合である。ゆえ
に  はコンパクト生成空間である。

5. 直積位相とコンパクト生成性の崩壊

位相空間の直積 (product) という操作は、実はコンパクト生成性との相性があまり良くありません。極めて行儀の良い空間同
士を掛け合わせても、局所コンパクト性 (local compactness) の欠如によって空間が複雑に絡み合い、コンパクト生成性が崩
れてしまうことがあります。

定理 5.1

コンパクト生成空間同士の直積（通常の直積位相を入れたもの）は、必ずしもコンパクト生成空間にならない。

定理 5.2（列型空間との直積）

列型空間 (sequential space) とコンパクト生成空間の直積であっても、また、列型空間同士の直積であっても、必ずし
もコンパクト生成空間になるとは限らない。

証明（定理 5.1, 5.2 共通の反例）

位相空間のクラスとして、第1可算空間  列型空間  コンパクト生成空間 という包含関係があることに注意する。し
たがって、列型空間同士の直積がコンパクト生成空間にならない例を一つ構成すれば、双方の定理の証明となる。
Michael (1968) による有名な反例を提示する。

 を、実数直線  のすべての整数  を 1点に同一視した商空間とする。これは可算無限個の円周を1点
で貼り合わせた無限ブーケであり、CW複体である。CW複体は第1可算空間の商空間であるため列型空間であり、
したがってコンパクト生成空間である。しかし、同一視された点（原点）において局所コンパクトではない。

 を、通常の距離位相を入れた有理数体とする。距離空間は第1可算公理を満たすため列型空間であり、し
たがってコンパクト生成空間である。  はいかなる点においても局所コンパクトではない。

これらの直積空間  に通常の直積位相を与える。  はいずれも局所コンパクトではないため、それぞれの局
所的に複雑な非コンパクト構造が直積によって掛け合わされる。その結果、  の部分集合の中には、「任意のコ
ンパクト集合（あるいは収束点列）との共通部分をとると閉集合に見えるが、直積位相全体から見ると閉集合ではな
い」という特異な部分集合が存在してしまうことが知られている（具体的な閉集合の構成の詳細は Michael (1968) を参
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照）。 したがって、列型空間（かつコンパクト生成空間）である  と  を用いても、  はコンパクト生成空間
にはならない。

注意（k-化について）

直積をとるたびに性質が壊れることは、代数トポロジーの理論構築において非常に不便です。そのため、通常の直積位
相  の代わりに、すべてのコンパクト集合からの連続写像による逆像が閉集合になるような集合を「強制的に閉
集合とみなして位相を再定義する（細かくする）」という操作が行われます。これを空間の k-化 (k-ification) と呼び、
得られた直積を k-直積 (k-product)  と表します。 この k-直積を用いることで、コンパクト生成空間の圏はデ
カルト閉圏 (Cartesian closed category) となり、マッピングスペースと美しい随伴関係（指数法則）を持つようになり
ます (Steenrod, 1967)。

6. Hausdorff でないコンパクト空間でコンパクト生成でないものの例

すべてのコンパクト空間がコンパクト生成空間になるわけではありません。「テスト空間としてコンパクト Hausdorff 空間を
用いる」という定義（定義 1.1）を採用した場合、テスト空間からの連続写像が空間の位相を十分に検知できないような、非
常に特異な構造を持つコンパクト空間が存在します。

定理 6.1

コンパクト空間であり、Hausdorff でなく、かつコンパクト生成空間でもないような位相空間が存在する。

証明

有理数体  に通常の距離位相を与えた空間に対し、1点を追加して Alexandroff の 1点コンパクト化を施した空間を 
 とする。  の開集合は、  の開集合、および  （ただし  は  のコンパクト

部分集合）のいずれかの形である。  はコンパクト空間である。また、  が局所コンパクト (locally compact) ではな
いため、  において  と任意の有理数  を交わらない開集合で分離することができず、  は Hausdorff 空間で
はない。 さらに、空間  に通常の直積位相を与えたものを考える。 Tychonoff の定理より、  はコンパク
ト空間である。また、  が Hausdorff でないため、その直積である  も Hausdorff 空間ではない。この空間  がコン
パクト生成空間ではないことを証明する。 はじめに、空間  において、すべてのコンパクト部分集合が閉集合である
こと（すなわち  が KC空間 であること）を示す。  を任意のコンパクト部分集合とする。もし  であ
れば、  は  のコンパクト部分集合であるから、Hausdorff 空間  において閉集合であり、したがって  でも閉集合
である。 もし  であれば、  が  の閉集合であることを示せば十分である（それにより  の補集合が 
の開集合となり、  は  の閉集合となる）。  とし、  が  の極限点であると仮定する。このとき 
内の点列で  に収束するものが存在する。空間  において点列が  に収束する条件は  上の通常の収束と同じ
であるため、この点列の  における極限点は  唯一つである。しかし  はコンパクトであるから極限点  を含まねば
ならず、  に矛盾する。したがって  は  で閉集合であり、  は  で閉集合である。よって  は KC空間
である。 次に、  における対角線集合  を考える。  は  と同相であるため、コ
ンパクト部分集合である。しかし  が Hausdorff 空間ではないため、  は  の閉集合ではない。すなわち、  には
「閉集合ではないコンパクト部分集合」が存在するため、  は KC空間 ではない。 最後に、背理法を用いて  がコン
パクト生成でないことを示す。  がコンパクト生成空間であると仮定する。任意のコンパクト Hausdorff 空間  と任
意の連続写像  をとる。  の成分を  とする（  は連続）。  と
おくと、  はコンパクト空間  のコンパクト部分集合の和集合であるから、  のコンパクト部分集合である。前段で
証明した通り  は KC空間 であるため、  は  の閉集合である。 任意のコンパクト Hausdorff 空間からの連続写像
による像が常に閉集合になるような空間は 弱 Hausdorff (weak Hausdorff) 空間 と呼ばれる。したがって、  は弱
Hausdorff 空間である。 弱 Hausdorff 空間同士の有限直積は再び弱 Hausdorff 空間となるため、  も弱
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Hausdorff 空間である。 ここで、位相空間論における標準的な定理として「コンパクト生成空間かつ弱 Hausdorff 空間
である空間は、必ず KC空間 になる」という事実がある（証明の概略：任意のコンパクト集合  に対し、テスト
写像  による引き戻しを考える。弱 Hausdorff 性より  は閉集合であり、  はコンパクト集合
であるため  内で閉集合となる。これが任意の  について成立し、コンパクト生成性から  全体も閉集合とな
るため）。 しかし、前段で確認した通り  は KC空間 ではない（対角線  が閉集合でないため）。これは  がコン
パクト生成空間であるという仮定に矛盾する。 ゆえに、  はコンパクト空間であり、Hausdorff ではな
く、かつコンパクト生成空間でもない。

7. 列型空間がコンパクト生成であることの証明

位相空間  を列型空間（sequential space）とします。このとき、  がコンパクト生成空間（k-space）であることを示しま
す。

証明:

コンパクト生成空間の定義より、  の任意の部分集合  について、「すべてのコンパクト部分集合  に対して 
 が  の閉集合である」ならば「  は  の閉集合である」ことを示せば十分である。

そこで、任意のコンパクト部分集合  に対して  が  の閉集合であると仮定する。  は列型空間であるため、
が  の閉集合であることを示すには、  が点列閉集合であること（すなわち、  内の収束する点列の極限が必ず  に
含まれること）を示せばよい。

点列  を  内の点列とし、  内の点  に収束するとする。

このとき、集合  を考える。収束する点列とその極限点からなる集合はコンパクトであるた
め、  は  のコンパクト部分集合となる。

仮定より、  は  において閉集合である。点列  はすべて  の要素であり、当然  の要素でもあるた
め、すべての  について  となる。

点列  は  に収束し、  は  内の閉集合であるため、その極限点  も  に含まれなければならな
い。したがって、  である。

以上より、  は点列閉集合である。  が列型空間であるという前提から、点列閉集合である  は  における閉集合と
なる。よって、  はコンパクト生成空間である。 
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